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Dhformation Electrodyna mique- 
Capillaire de la Surface Libre 
d’un Liquide Dielectrique 
G. SABRA, J. FORNAZERO 

et 

G .  MESNARD 
Universite Claude Bernard de Lyon 

Le liquide, en couche mince sur un substrat conducteur horizontal, est soumis & un flux 
uniforme de charges. On &die les ondes progressives sinusoidales de faible amplitude 
qui peuvent se former A la surface du liquide supposk parfait. On prkcise la relation entre 
la pulsation et le nombre d’onde pour le problbme A une dimension. On est amen6 a 
distinguer le cas des grandes et celui des faibles longueurs d’onde. 

A t h n  layer of the liquid on a horizontal conductive substrate is submitted to a uniform 
flow of charges. Wave propagation at the surface of a perfect liquid can then be obtained; 
sinusoidal waves of small amplitude are studied; the relation between frequency and 
wave number is given for the onedimensional problem. It is necessary to distinguish 
between the cases of small and large wave numbers. 

1 EQUATIONS DU MOUVEMENT 

Nous nous proposons d’itudier la dtformation de la surface libre d’une 
couche mince uniforme d’un liquide ditlectrique, supposC parfait, soumis 
a un flux de charges uniforme d’tlectrons ou d’ions, une partie s’accumulant 
B la surface (et pouvant Cventuellement migrer sur la surface), l’autre partie 
traversant la couche. Nous considirons que le passage d’un courant de 

densite B travers la couche produit une force - par unit6 de volume, 

s’ajoutant B la force de pesanteur pg’, oh p est la masse volumique. Le sub- 
strat mttallique plan horizontal est B la masse. Un point du liquide est 
ddfini par ses coordonnks x, y et z, I’axe Oz ttant vertical dirigt vers le 
le ham; 3 dtsigne la cote d’un point de la surface libre; on a 3 = ((x, y, t). 
J‘ est suppost indtpendant de x et y, et aussi de z et t (regime permanent); 

J’ 
P 
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294 G. SABRA, J .  FORNAZERO AND G .  MESNARD 

il en est de mCme pour p. Nous avons dtjA ttudit des rtgimes statiques 
particuliers;’ nous envisageons ici d’autres types de comportement. 

L‘Quation d’Euler et l’tquation de continuitt pour le mouvement 
s’tcrivent, J Ctant ~e vecteur vitesse et P la pression: 

aJ + - + ( 3 , V ) J  = 
at 

Nous nous placons dans les conditions, qui seront prdcisCes plus loin, oh 
(3,G)v peut ktre ntgligt; ceci correspond A des dtformations de faible 
amplitude. Nous supposons pour simplifier la dtformation uniforme dans la 
direction Oy, ce qui perrnet de laisser de c6tt la variable y. En supposant 
le vecteur J d’intensitt J dirigt vers les z ntgatifs, on a, en projetant sur 1es 
axes, 

4 

En dirivant I’Quation (1) par rapport B z et I’equation (2) par rapport B 
x, on trouve en retranchant membre A membre 

Le rotationnel de ? est donc constan:; il est nu1 si l’on tient compte des 
conditions du problkme; par suite V est le gradient d’un potentiel 9. 
L‘tquation (3) donne alors div grad Q, = A 9  = 0, tandisqueles equations (1) 
et (2) conduisent par inttgration A 

On s’inttresse aux valeurs de 

V , = -  aQ et V --; 29, 
a x  - az 

q peut donc 6tre choisi B une fonction du temps prts, ce qui permet de faire 
f(t) = 0 dans I’Quation (4)’ qui conduit finalement A 

J 
a1 P 

p = -  p -  aP - pgz - -z.  
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FREE SURFACE OF DIELECTRIC LIQUID 295 

2 SPOTENTIEL ET CHAMP ELECTRIQUE DANS LA COUCHE 

Soit (T, la densitd uniforme et constante des charges ddposCes sur la surface 
initialement au repos; celle-ci prend un potentiel constant V,. Supposons 
que le potentiel V varie lindairement A I’intCrieur du liquide. En prenant 
z = 0 sur la surface libre, le potentiel est nu1 pour z = - h; on a donc d’une 
faCon gknirale 

.. 
V v = -Qz + v,, h 

h &ant I’dpaisseur de la couche. 
Passons maintenant A un regime dynamique. Nous raisonnons sur une 

tquation de la surface libre de la forme 3 = aei(L”-Yt); il s’avirera que ce type 
de solution existe; il s’agit d’une onde d’amplitude a, de nombre d’onde k, 

de pulsation W ,  de longueur d’onde A = *. La condition de validitd de la 

lintarisation de 1’Cquation d’Euler est alors a -cx A. Nous posons dans ce cas 
k 

V 
h 

V(x,z,t) = L z  + v, + V,(x,z,t), od V,(X,Z,t) 

est un potentiel correctif B diterminer. 
En nigligeant toute charge d’espace, on a A V = 0, d’oh A V, = 0. Nous 

cherchons des solutions de la forme V,  = F(z) exp i(kx - wt). On a donc 

F”(z) - k2F(Z) = 0, 

V 
h 

d’oO F(z) = aekZ + pe-kz V(x,z,t) = O z  + V, + aekz exp 

i(kx - wt) + pe-kz exp i(kx - wt). On a toujours V = 0 pour z = - h  
et on suppose que pour z = 3 on a encore V = V,. La premitre condition 
donne 

ae-kh  + bekh = 0, 

tandis que la seconde conduit pratiquement A 

et 

VO T; 3 + V, + ( a  + p )  exp i(kx - wt) = V,, 

car, pour une faible ddformation, ekl et e-kl sont trts voisins de 1.  Avec 

3 = a exp i(kx - ot),  il vient -a t a + p = 0. On en tire VO 
h 

V 
h exp2kh  - 1 ’  

a =  -- V, a e x p 2 k h  p = ”  a 
h exp 2kh - 1 
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Calculons maintenant le champ dlectrique A partir de la formule = 

- av. 
On a: 

1 EV V 
Ez h 

E, = - - = - [A + (ak exp kz - pk exp -kz) exp i(kx - wt) 

2V 
ax 

E, = - - = - [(icrk exp kz +- ipk exp -kz) exp i(kx -- wt) ]  

On voit que 

v c r  P 
h a  a & = - -2 - - k ( e x p  kz + - k ( e x p  -kz 

P expkz +;k(exp -kz 

A partir de la, on peut introduire la densitt d’tnergie f DE = 4 c E2 et en 
particulier calculer la force par unitt de surface P, = (+eE2) ,= , .  Or on a 
E2 = E: + E:. 5 ttant un infiniment petit du premier ordre, on prendra 
simplement 

Remplacant a et fi  par leurs valeurs, il vient 

On voit que la contrainte dlectrique dCpend du vecteur d’onde I;. En 

notant que go = 3 E ,  on a aussi h 

1 u; u;  1 c E’, 
p = _ _ - -  k( ou encore P, = - r  Ei  - --k(. 

2 E r t h k h  2 th kh 

E, etant le champ au repos dans le ditlectrique. 

3 CONDITIONS AUX LlMlTES ET SOLUTION 

Introduisons d’abord la tension superficielle du didectrique liquide. P, 
&ant la pression dans le liquide au voisinage de la surface libre et Po la 
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a*(  
a x  pression extirieure, on a P, - Po = - A ?, A itant la constante capillaire. 

Po est la somme de la pression P, du gaz et de la pression P, rbultant de la 
charge accumulee sur la surface. Or la formule ( 5 )  permet d’exprimer P, 
en faisant z = 3 .  On a donc 

La composante de la vitesse du fluide normale a la surface, (v,)zrl, est 

approximativement kgale a a3 -. On a donc - a‘ = (2) .Onenddduiten 

dirivant l’iquation ( 6 )  par rapport au temps 
a t  a t  I 

C‘est la condition concernant Q, B la surface. Q, est par ailleurs solution de 
l’equation de Laplace 

A Q = O .  (8) 

Nous cherchons une solution sous la forme Q, = f(z) cos(kx - wt). En 
portant dam l’iquation (8), on obtient A f - k 2 f  = 0, dont la solution est 

d’oh f(z) = a exp(kz) + p exp(- kz), p = [e exp(kz) t j exp(- kz)! 
cos(kx - w t ) .  

Introduisons maintenant les conditions aux limites z = ( et z = -h. 
D’abord pour z = - k, V, doit 2tre nulle. Or 

V, =-= k[ a exp(kz) - p exp(- kz)] cos(kx - wt). 
a Z  

On a donc a exp(- kh) - p exp(kh) = 0, d’oh 

Q = a’ch[k(z + h)] cos(kx - w t ) ,  

avec a’ = 2a exp(-kh). I1 reste B exprimer la condition (7) pour z = 3. On 
peut pratiquement y prendre z = 0 et on a finalement la relation suivante 
entre w et k ;  

p w 2 =  [ A k 3 +  ( : + p g )  k - =  u’ k’] thkh, (9) 

dans laquelle on voit que le signe de la charge n’intervient pas. 
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4 DISCUSSION 

G. SABRA, J. FORNAZERO AND G. MESNARD 

1 

Compte tenu de ce que mest petit, on est dans le cas de la figure 1. L'tquation 
(9) se rtduit a 

kh << 1 (ou encore h << A)  

On a reprbentk sur les figures 2 et 3 les deux formes possibles de courbes 
donnant pw2 en fonction de k (pour k positif); elles correi;pondent res- 
pectivement B 

J 0: J 4 
- + ~ g > ~  et - + p g < - .  
P P ch 

La deuxikme forme est la forme courante quand on charge suffisamment 
une couche assez isolante. Il est intiressant de noter que l'on obtient w = 
0 pour la valeur particuliire 

En nigligeant 

elle vaut 

J + Pg 

k -00. 
" V z Z  

est alors pCriodique en fonction de x, la courbe itant invariable au cours 
du temps. Cest la dtformation "statique" dtjja dtcrite prtc6demment.' 
Mais, pour que ce rtsultat soit correct, il faut respecter la condition 

uih - <( 1, €A 

c'est-%-dire 

€A hA 
h E 

Les valeurs ntgatives de w 2  ne correspondent pas a des nndes progres- 
sives. Celles-ci sont assocites B des valeurs de k supkrieures h k,, ce qui 
donne des frquences de plus en plus tlevtes quand la longueur d'onde 

u; <( - ou v; <( -. 
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FIGURE 1 ProN de la surface librc pour kh a 1 

FIGURE 2 Relation entre pw' et k pour les faibles valeurs de u0. 
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FIGURE 3 Relation entre pw' et k pour les fortes valeurs de uo. 
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dirninue, avec 

PW’ = hk2(k’ - k i ) ,  
D’une facon generale le seuil d’existence de k, est 

2 kh >> 1 (ou encore h >> A) 

Cornpte tenu de ce que a est petit, on est dans le cas de la figure 4. L’kqua- 
tion (9) se reduit B 

On note que h n’y figure pas. Il y a encore deux cas de figure B considerer 
pour la relation entre w et k. Ceci est lie B I’existence de racines reelles ou 
non du polyn6me du second degri en k que constitue la quantitientre 
crochets. Son discriminant est 

Si on a 

A est negatif, les racines sont irnaginaires, le polyn6rne, P,, est toujours 
positif. On 3 alors les deux courbes de la figure 5 pour P, et pour pw2. I1 y 
a alors des ondes progressives possibles pour toutes les valeurs de k. 

SI on a 

A est positif, les racines sont rielles et positives. On a alors les deux courbes 
de la figure 6 pour P, et pour pwz. On a des ondes progressives seulement 
pour k < k‘ et k > k“. On a 

/ I / / / / / / / / / / / / / / / / ,  

FIGURE 4 Profil de la surface libre pour kh > 1 

D
o
w
n
l
o
a
d
e
d
 
A
t
:
 
0
9
:
0
0
 
2
8
 
J
a
n
u
a
r
y
 
2
0
1
1



FREE SURFACE O F  DIELECTRIC LIQUID 

FIGURE 5 Variations de P, et pw2 en fonction de k pour les faibles valeurs de u0 

30 1 

FIGURE 6 Variations de P, et PO’ en fonction de k pour les fortes valeurs de u,,. 
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On peut noter que la valeur de k’ est independante de la tension superficielle, 
SI 

est faible, car alors on a sensiblement 

Precisons le cas oi! 

J 
+ Pi2 

est tout A fait negligeable. On a 

U2 

’ - € A  
pw2 = Ak2(k - k , )  avec k - 2. 

La courbe de pw2 est reprbentie sur la figure 7; k ,  est la veleur minimale 
de k pour les ondes progressives, le cas limite k = k, correspondant a u n  
regime statique. Ceci n’est valable qu’ i  la condition que 

1 A €  hA 
h h 

k ,  >> -, soit ut > - ou Vi >> -. 

FIGURE 7 Cas particulier de la courbe precedente de p w 2  en fonction de k .  
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FREE SURFACE OF DIELECTRIC LIQUID 303 

Discutons maintenant les rtgimes statiques en fonction de a,, en nkgligeant 

J p i -  Pi%. 

On a reprtsentt, sur la figure 8, k en fonction de a,;  la droite 1 est valable 
pour 

la parabole 2 pour 

En trait plein on a indiquC la courbe correcte complbte en remarquant que 
l'on a en fait pour 

La premikre partie de la courbe correspond a 
envisagt,' avec 

un rtgime qui a dtja e t i  

FIGURE 8 Variation de k en fonction de uo pour les rkgirnes statiques. 
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304 G .  SABRA, J .  FORNAZERO AND G. MESNARD 

Revenons au cas gCnCral. La solution la plus gdniraledu problkme rkulte 
de la superposition d’un ensemble de solutions du type envisagi. I1 faut 
tenir compte des conditions sur les faces laterales du recipient qui limite le 
liquide. Ceci se traduit par le fait que l’on doit seulement retenir un certain 
ensemble de valeurs de k correspondant aux “modes” possibles. I1 faut 
remarquer par ailleurs que I’on a neglige danS cette etude la viscositt. En 
fait, en l’absence de dispositif d’entretien, les ondes ont tendance Z i  dis- 
paraitre. k s  modes statiques ou quasistatiques sont i ce titre privilegib. 

De toutes facons, nous avons prQentC un modele; dans la pratique 
d’autres situations peuvent se prbenter. 
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